MATHEMATIK

Die Kunst der
richtigen Entscheidung

Bei Ungewissheit sind Fehlentscheidungen nicht vermeidbar;
aber unter bestimmten Voraussetzungen hilft ein neues
und einfaches mathematisches Verfahren, sie auf ein Minimum
zu beschranken. Das hilft bei Entscheidungen im Alltag ebenso
wie bei schwierigen Konflikten in der Medizin.

Von F. Thomas Bruss

enn es etwas gibt, was
einen verantwortungsbe-
wussten Entscheidungs-
triger wirklich verletzt,
dann sind es diese vorwurfsvollen Fra-
gen, die im Nachhinein niemandem et-
was bringen. Manager, Arzte, Makler,
Unternehmensberater, Politiker, ..., Sie
und ich, wir alle kennen solche Fragen:

»Warum sind Sie damals noch einge-
stiegen, obwohl ...? Warum haben Sie
die Behandlung nicht abgebrochen, als
.2 Warum haben Sie die Ak-
tien nicht verkauft, als noch ...? Warum
haben Sie damit nicht bis zum Wahl-
kampf gewartet, wo doch ...%

Der Arzt, dem man plétzlich vor-
wirft, unnétiges Leiden verursacht zu ha-
ben, weify, warum er die Behandlung
nicht abgebrochen hatte. Eben weil die
Sache nicht so klar war und seine Patien-
ten sich an diese letzte Hoflnung ge-
klammert hatten. Ahlich geht es Mana-
gern, Maklern, Politikern, ..., die alle
nur bitter lachen kénnen iiber diejeni-
gen, die es im Nachhinein besser wissen.
Es ist eben leichter, ein Stiick Zukunft
vorauszusagen, wenn es schon vorbei ist.
(Antworten Sie auf solche Fragen nie mit
»Wie hitten Sie es gemacht?« Strategisch
geschickeer ist eine Antwort wie »Wissen
Sie, wenn ich zwischen Fehlern wihlen
kann, mache ich immer einen, den ich
noch nicht probiert habe, selbst auf die
Gefahr hin, dass es provokativ klingt.)

Fiir jeden, der in einer solchen Ent-
scheidungssituation stecke, hilt die Ma-

klar war ..
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thematik ein Hilfsmittel bereit. Es ist
iberraschend einfach und erfordert nur
die Anwendung der Grundrechenarten;
oft geniigt Kopfrechnen. Gleichwohl
dient es Thnen auf zweierlei Art: erstens
und hauptsichlich, um eine gute Ent-
scheidung zu treffen; zweitens zu Threr
Absicherung, damit Thnen, wenn etwas
schief geht, mehr als nur Thr Humor zur
Seite steht. Es handelt sich um eine neue
Methode (einen »Algorithmus«) zur Be-
rechnung der optimalen Strategie fiir ge-
wisse Entscheidungen bei unbekannter
Zukunft.

Eine mathematische Strategie kann
kein Wundermittel sein. Sie kann Erfah-
rungen oder Fingerspitzengefiihl nicht
ersetzen, wohl aber diese besser nutzen.
Wenn sie zusitzlich beweisbar optimal
ist, dann sollten wir ihr all unsere Auf-
merksamkeit widmen, denn nichttriviale
optimale Strategien sind rar. Die Strate-
gie, die ich hier vorstelle, ist optimal.

Auf die letzte Gelegenheit

kommt es an

Zur Erklirung beginnen wir mit einigen
Beispielen, und zwar zunichst nicht mit
einer dramatischen Entscheidungssitua-
tion, sondern mit einem einfachen Spiel.
Denn dort treten, im Gegensatz zur
komplizierten Realitit, die mathemati-
schen Strukturen klarer hervor.

Ein Wiirfel wird genau zwolfmal ge-
worfen. Sowie eine Sechs kommt, diirfen
Sie auf der Stelle ansagen, ob das Ihrer
Ansicht nach die letzte Sechs in der Rei-
he der Wiirfe war; dann wird weiterge-
wiirfelt. Wenn Sie am Ende Recht behal-

ten, gewinnen Sie; andernfalls gewinnt
die Bank. Wenn zum Beispiel die Folge
der Wiirfe 3, 6,4,1,2,6,3,6,2,5,1,3
ist, dann gewinnen Sie nur, wenn Sie un-
mittelbar nach dem achten Wurf die
dritte Sechs korrekt als die letzte dekla-
riert haben. Wenn gar keine Sechs fillt,
gewinnt ebenfalls die Bank. Nach wel-
chem Prinzip sollten Sie Thr Verhalten —
schweigen oder ansagen — wihlen?

Das zweite, sehr ernsthafte Beispiel
bezieht sich auf klinische Versuche.
Schwer kranke Patienten sind oft bereit,
fiir eine noch unklare Hoffnung auf Bes-
serung hohe Risiken und Unannehm-
lichkeiten einzugehen, wie sie zum Bei-
spiel bei extrem hohen Dosierungen in
der Chemotherapie auftreten. Sie stellen
damit Arzte vor schwierige Entschei-
dungsprobleme. Die Behandlung ist neu
und wenig erprobt; die Erfolgsaussichten
sind also noch kaum einschitzbar. Des-
halb wird in diesen so genannten »com-
passionate use trials« eine kleine Anzahl
von Patienten nacheinander behandelt,
sodass jeder Patient von den Erfahrun-
gen seiner Vorginger profitieren kann.
Insbesondere kann man die Behandlung
abbrechen oder gar nicht erst aufneh-
men, falls und wenn klar wird, dass die
Erfolgsrate ein Leiden weiterer Patienten
nicht rechtfertigt. Aber wann genau ist
das der Fall? An welche ethischen Richt-
linien sollte sich ein guter Arzt halten?

Das dritte Beispiel ist wiederum
ginzlich anderer Natur. Sie wollen Thren
schicken Sportwagen verkaufen, sagen
wir innerhalb eines Monats. Interessen-
ten schauen vorbei und machen jeweils
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ein Angebot. Das kénnen Sie annehmen
oder auch nicht; aber ein potenzieller
Kiufer, dessen Angebot Sie ablehnen,
kommt nie wieder (vergleiche Spektrum
der Wissenschaft 5/2004, S. 102). Na-
tiirlich wollen Sie, wenn irgendwie még-
lich, dem héchsten aller — bisherigen wie
zukiinftigen — Angebote den Zuschlag
geben. Wie sollten Sie vorgehen?

Was haben diese drei so verschieden
aussechenden Probleme gemeinsam?

Im Spiel geht es um die letzte Sechs,
das heifSt um ein letztes spezifisches Er-
eignis. Der Arzt steht iiberraschender-
weise vor dem gleichen Grundproblem.
Warum?

Stellen wir uns fiir einen Moment
vor, der Arzt hitte prophetische Fihig-
keiten und kénnte die Ergebnisse aller
Behandlungen vorhersehen, die er tiber-
haupt in Erwigung zieht. Zum Beispiel
stehen zehn Patienten zur Behandlung
an, und die Ergebnisse wiren der Reihe
nach—+——+————— . Dabei steht ein
Pluszeichen fiir einen Erfolg, ein Minus-
zeichen fiir einen Misserfolg, wie auch
immer Erfolg und Misserfolg in dieser
Versuchsreihe definiert sein  mogen.
Dann wiirde der Arzt nach der fiinften
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Behandlung die Versuchsreihe abbre-
chen, womit er alle tiberhaupt mogli-
chen Erfolge erzielt und zugleich das un-
notige Leiden der letzten filinf Patienten
verhindert hitte. Der Arzt ist aber kein
Prophet. Deshalb bleibt ihm nur die
Maoglichkeit, das letzte Plus zu erraten.
Das ist im Prinzip dieselbe Aufgabe wie
das Erraten der letzten Sechs im Whirfel-
spiel. Nur kennt er, im Gegensatz zum
Wiirfelspiel, die Wahrscheinlichkeit fiir
ein Plus nicht, sondern muss versuchen,
sie aus der bisherigen Erfahrung zu
schitzen und nach dieser Einschitzung
zu handeln.

Der Sportwagenverkiufer schliellich
hat ein Problem des gleichen Typs; das
sieht er aber erst, wenn er es geeignet for-
muliert. Er vergibt fiir ein Angebot das
Kennzeichen A (»hoch«), wenn es hoher
ist als alle vorhergehenden, und 7" (»tief«)
im anderen Fall. Dann stellt sich ihm die
Reihe der Angebote — die er noch nicht
vollstindig kennt — als eine Folge aus Hs
und 7s dar. Annehmen méchte er nur
auf einem H, und am liebsten auf dem
letzten H der Folge, denn das ist, wie
man sich leicht tiberlegt, das héchste An-
gebot von allen.

Ist die geringe Chance auf einen

Behandlungserfolg das Leiden vie-
ler Patienten wert? Ja — wenn die Chance
einschatzbar und nicht allzu gering ist.

Wie man sieht, spielt das letzte Er-
eignis einer bestimmten Art oft eine be-
sondere Rolle, im Spiel wie im prakdi-
schen Leben. Da man grofle Freiheiten
hat zu definieren, was ein interessantes
Ereignis sein soll (eine Sechs, ein Be-
handlungserfolg, ein H), erlaubt unsere
Formulierung Ziele recht verschiedener
Natur. Es gibt viele andere Situationen,
in denen ein letztes besonderes Ereignis
(nennen wir es im Folgenden »Gelegen-
heit«) eine grofle Rolle spielt. Denn das
hat das Leben so an sich: Wenn man die-
se letzte Gelegenheit verpasst hat, gibt es
kein Zuriick mehr.

Unabhéangigkeit und Ungewissheit
Ein zweiter gemeinsamer Faktor ist die
Unabhingigkeit. Jeder Wurf des Wiirfels
ist unabhingig von anderen Wiirfen; je-
der Patient reagiert auf eine Behandlung
unabhingig von anderen Patienten. In
vielen anderen Situationen sind Gele-
genheiten unabhiingig voneinander. Das
gilt auch fiir das Verkaufsbeispiel, was al-
lerdings weniger offensichdich ist und
bewiesen werden muss.

Schliefflich kommt als dritter ge-

meinsamer Faktor die Ungewissheit der [>
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D> Zukunft ins Spiel. Wir wissen nichg,

wann die letzte Sechs, das letzte Plus
oder das hochste Angebot kommt. De-
terministische Planung muss somit
durch Wahrscheinlichkeitsiiberlegungen
ersetzt werden.

An dieser Stelle beginnt nun die ma-
thematische Modellierung. Wir sprechen
nicht mehr vom Wurf eines Wiirfels, ei-
ner medizinischen Behandlung oder ei-
nem Kaufinteressenten, sondern schlicht
von einem Ereignis. Ein solches Ereignis
kann uninteressant sein (keine Sechs,
niedriges Kaufangebot) oder interessant,
in welchem Fall wir es eine Gelegenheit
nennen. Nur bei Gelegenheiten (Sech-
sen, bisher hochsten Angeboten) erwi-
gen wir iiberhaupt, darauf einzugehen.

Unsere Unsicherheit beschreiben wir,
indem wir jeder Gelegenheit eine Wahr-
scheinlichkeit zuschreiben: Die Wahr-
scheinlichkeit, dass das 4-te Ereignis eine
Gelegenheit ist, nennen wir p, Fiir den

Wiirfel ist das einfach: Die Wahrschein-
lichkeit, dass eine Sechs kommt, ist 1/6.
Beim Sportwagen ist es etwas kompli-
zierter, weil die Wahrscheinlichkeit, dass
es sich um eine Gelegenheit handelt, mit
jedem weiteren Interessenten geringer
wird (Kasten unten). Beim klinischen
Versuch muss der Arzt das Wissen um
die Wahrscheinlichkeiten im Verlauf des
Versuchs erst erwerben. Ahnliches gilt
fiir Investitionsentscheidungen und viele
andere Probleme.

Hat man aber diese Wahrscheinlich-
keiten oder wenigstens eine gute Schit-
zung dafiir, dann ist der Rest eine einfa-
che Rechentibung. Man erhilt als Ergeb-
nis eine Zahl 5, den so genannten Stopp-
index. Die optimale Strategie lautet
dann: Warte bis zum s-ten Ereignis und
ergreife von da an die erste Gelegenheit,
wenn es noch eine gibt.

Die Theorie liefert auch eine Aussage
iiber die Erfolgsrate dieser Strategie: Die

Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wir die
beste aller moglichen Entscheidungen
treffen, liegt stets iiber 36,7 Prozent und
typischerweise bei 40 Prozent und mehr.

Solche Erfolgszahlen klingen nicht
unbedingt beeindruckend. Mancher Ent-
scheidungstriger mag das Gefiihl haben,
dass er im Schnitt besser liegt. Aber Vor-
sicht! Gefiihl und Wirklichkeit sind ver-
schiedene Dinge. Wenn ein Makler nach
vier Wochen eine schéne Villa zu einem
bisherigen Hochstpreis verkauft, so sicht
er vor sich und seinen Kunden sehr er-
folgreich aus. Schon ist vergessen, dass
die Kunden ihm vier Monate Zeit fiir
den Verkauf gelassen hatten. Nach dem
Verkauf gibt es keine weitere Besichti-
gungen, also weiff man nicht, welche
Angebote in den drei nichsten Monaten
noch eingegangen wiren. Vielleicht hit-
te schon das nichste den Abschlusspreis
tibertroffen. Dann wire der Erfolg nur
ein Pseudoerfolg.

Der Odds-Algorithmus

Sei E, E, ..., E eine Folge von n unabhéngigen Ereignissen. \ir
kénnen sie nacheinander beobachten und als »Gelegenheit«
oder als uninteressant klassifizieren. Sei p, die Wahrscheinlich-
keit, dass E, sich als Gelegenheit herausstellt. Fir genau eine
Gelegenheit diirfen wir uns entscheiden und damit die Folge
der Ereignisse abbrechen; daflr hat sich aus dem Englischen
der Ausdruck »stoppen« eingebulrgert.

Wie finden wir die p,? Im Wirfelbeispiel ist die Unabhéngig-
keitsbedingung zweifellos erflillt, und jede Sechs ist eine Gele-
genheit, also ist p = 1/6 flr alle k. Flir den Sport-
wagenverkaufer sind die H die Gelegenheiten
und p, = 1/k, denn alle Reihenfolgen, in denen
die Angebote eingehen koénnten, sind gleich
wahrscheinlich. Also kommt das hochste unter
den ersten k Angeboten mit gleicher Wahr
scheinlichkeit an erster, zweiter, ... k-ter Stelle.
Bei dem klinischen Versuch muss man die p,
schétzen (siehe unten).

Wir definieren noch g, = 1 - p,, das heil’t, g,
ist die Wahrscheinlichkeit, dass E, nicht inter-
essant ist, und schlieBlich r, = p,/g,. Der Quotient r,_hat im Eng-
lischen (nicht aber im Deutschen) einen speziellen Namen:
»odds«; daher der Name flir unser Hauptresultat.

Wir schreiben die p,, g, und r, alle untereinander, und zwar
mit dem letzten (k = n) beginnend:

P o (P
9y Qg Grgr ee-
r, r .., r ., ..
n n-1 n-2

Jedes r, ist der Quotient der Zahlen darliber. Nun summieren
wir die r, von links nach rechts, bis der Wert 1 erreicht oder ge-
rade Uberschritten wird. Anders ausgedriickt: Wir bilden, von n

rickwaérts zéhlend, die Summe R, = r + r _ + ... + 1, bis A,

erstmals groRRer oder gleich 1 wird. Die Nummer s, bei der das
geschieht, nennen wir den »Stoppindex«. Wenn die Summe 1
bis zum Schluss nicht erreicht wird, setzen wir s = 1. Nun mul-
tiplizieren wir noch alle g, von n rlickwarts bis s auf und erhal-
ten Q,=q,-q,, - ... - q. Damit lautet unsere Strategie:

Man warte bis zum Ereignis mit der Nummer s und stoppe
dann bei der ersten Gelegenheit (wenn es noch eine gibt).
Diese Strategie ist optimal. |hre Erfolgswahrscheinlichkeit W
ist das Produkt W= R_- Q..

Fiir unsere Beispiele ergeben sich folgende Losun-
gen: Beim Wirfelspiel gilt p, = 1/6 und damit
q,=5/6 und r = p,/q, = 1/5flr alle k. Rlickwaérts
aufaddiert, 1/5 + 1/5 + ..., wird der Wert 1 (ge-
nau) nach dem flinften Schritt erreicht. Also
ist es optimal, bei der ersten Sechs ab dem
flnftletzten Wurf zu stoppen. Die Erfolgswahr-
scheinlichkeit ist R, - Q.= 1 - (5/6)° = 0,4019,
also gut 40 Prozent.

Fir den Sportwagen: Nehmen wir an, es
gebe acht ernsthafte Interessenten. Ohne Zusatzinformation
hat das k-te Angebot die Wahrscheinlichkeit p, = 1/k fur sich,
das bisher beste zu sein (siehe oben). Dies gilt auch fur k= 1!
Das erste Angebot ist immer das bisher beste (auch wenn
es flr Sie nicht in Frage kommt). Die Unabhéangigkeit der Ge-
legenheiten folgt in diesem Fall aus einem Satz der Wahr-
scheinlichkeitstheorie (Satz von Rényi Uber relative Range in-
nerhalb von Reihen gleichwahrscheinlicher Beobachtungen).
Daher gilt p,= 1/k, g, = (k- 1)/k und damit r, = 1/(k-1). Die Rei-
he r,+ r,+ ... ergibt die Summe 0,1428 + 0,1666 + 0,2 + 0,25
+ 0,3333 = 1,093; mit dem letzten Summanden ist die Eins
Uberschritten, und es ergibt sich s = 4. Ab dem vierten Besu-
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In unserem Modell hingegen ist ein
Erfolg nicht nur der bisher beste Preis,
sondern der beste iiberhaupt erzielbare.
Nichts gegen einen frithen Verkaufsab-
schluss, der durchaus optimal sein kann,
aber man darf nicht Dinge vergleichen,
die nicht vergleichbar sind. In unserem
Modell liegt die Wahrscheinlichkeit ei-
nes Erfolgs oder Pseudoerfolgs, wie man
zeigen kann, tatsichlich immer iber
63,4 Prozent, einerlei wie viele Angebote
eingehen.

Das gilt so oder so hnlich fiir fast
alle Anwendunggsbereiche, auch fiir den
Politiker, der auf die beste Gelegenheit
wartet, vor dem Wahlkampf seine
Hauptargumente méglichst wirkungs-
voll einzusetzen, oder den Manager, der
auf einen besten Zeitpunkt fiir einen
Bérsengang setzt. Unsere Definition ei-
nes Erfolgs ist anspruchsvoll, und wenn
ein solcher Erfolg eintritt, bedeutet er

sehr viel. >

cher sollten wir also zusagen, wenn er ein H bietet. Die Wahr-
scheinlichkeit fir das Optimum ist W= R_- Q_= 1,093 - 0,375
= 0,4099, also rund 41 Prozent.

Beim klinischen Versuch kann man die p, (und damit die r,) nicht
durch einfache Uberlegungen finden. Sie miissen aus Anfangs-
beobachtungen geschatzt werden.

Alle anderen Argumente bleiben im Wesentlichen glltig.
Nach wie vor ist die Stoppzahl s definiert als diejenige Ereignis-
nummer k, fur die erstmals im Verlauf der Ereignisse r,_, + ...
+r_ +r < 1gilt (das ist nur eine Umformulierung der obigen
Bedingung). Nur sind die Werte r, ., ..., r, und damit auch s un-
bekannt. Aber wir kdnnen sie aus den bisherigen Beobachtun-
gen schatzen, und zwar umso besser, je mehr Ereignisse wir
beobachten konnten.

Betrachten wir zunéachst den Fall, dass die p, alle gleich sind,
also p,= p mit unbekanntem p. Der Wirfel ist gezinkt, und wir
wissen nicht wie, aber es ist immer derselbe Wrfel, der ge-
worfen wird. Wir wissen nicht, wie gut das neue Medikament
wirkt, aber mangels besseren Wissens nehmen wir an, dass
es fur alle Patienten die gleiche Erfolgswahrscheinlichkeit hat.
Dann sind auch alle r,gleich, r,= r mit unbekanntem r, und die
Bedingung r,,+ ...+ r < 1wirdzu(n—-k) r<1oder n-k<1/r.

Die Idee ist nun, das unbekannte rin dieser Bedingung durch
einen Schatzwert namens f, zu ersetzen, der aus allen Beob-
achtungen bis zur k-ten berechenbar ist. Eine solche Berech-
nungsvorschrift nennen die Statistiker einen »Schatzer«. Er
muss zwei wichtige statistische Bedingungen erflllen; sie hei-
Ren asymptotische Erwartungstreue und Konsistenz. Auf3er-
dem soll er mdglichst bequem zu berechnen sein.

Wie man zeigen kann, bietet der Schétzerf, = G /(k + 1 - G)
alle gewunschten Eigenschaften. Dabei ist G, die Anzahl der

Der nachste Kaufinteressent konn-

te noch zahlungsfreudiger sein —
oder ein Geizkragen.

beobachteten Gelegenheiten bis zur Zeit k einschlieflich. Die
revidierte Odds-Strategie lautet also:

Wenn das k-te Ereignis eine Gelegenheit bietet, so nimm sie
wahr, wenn n—k < (k + 1 - G,)/G,; ansonsten warte ab.

(Man bemerke, dass automatisch G,>1 ist.) Diese Strategie ist
asymptotisch optimal und allgemein eine gute Anndherung an
die optimale Strategie.

Die Anzahl der Nicht-Gelegenheiten bis zum k-ten Ereignis
ist k- G, Ublicherweise ist die relative Haufigkeit eine gute
Schatzung fir die Wahrscheinlichkeit; also wére G, /k ein guter
Schatzer fur p und (k — G,)/k ein guter Schatzer fir g. Dann
musste doch G,/(k - G,) ein guter Schatzer fir r sein. Warum
steht dann bei 7, im Nenner k + 1 statt k? Erstens ist der Quo-
tient zweier Schatzer nicht unbedingt ein guter Schéatzer fir
den Quotienten; zweitens und vor allem aber fragen wir unse-
ren Schatzer immer nur dann, wenn es etwas zu fragen gibt,
wenn also unser letztes Ereignis eine Gelegenheit ist. Wenn
wir diese Auswahl aus allen denkbaren Situationen treffen,
Uberschatzen wir systematisch den Anteil der Gelegenheiten
und damit die Wahrscheinlichkeit p; diese Verzerrung wird da-
durch korrigiert, dass man das kin der Formel fUrFk durch k + 1
ersetzt; das kann man durch Nachrechnen beweisen.

Wenn aber die Odds untereinander verschieden sind, bleibt das
Problem nur sinnvoll, wenn man die r, trotzdem noch aus den
bisherigen Beobachtungen schatzen kann. Ein wichtiger Fall ist
p,= p - f,: Die neue Behandlung hat »flr sich genommen« die
unbekannte Erfolgswahrscheinlichkeit p. Aber je schlechter es
dem Patienten geht, desto mehr sinken die Aussichten. Das
wird durch den Faktor f, mit 0 < f, < 1 fUr den (bekannten) Ge-
sundheitszustand des k-ten Patienten ausgedriickt. In solchen
Fallen kann der Algorithmus wie zuvor angewandt werden.
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>  Arzte und Verantwortliche in der

pharmazeutischen Industrie werden den
Odds-Algorithmus mit einer gewissen
Skepsis betrachten. Das ist woméglich
gerechtfertigt, denn medizinisch-phar-
mazeutische Entscheidungsprobleme zih-
len zu den schwierigsten iiberhaupt.

Die Bewertung einer Behandlung
(als Erfolg oder Misserfolg) kann mehr
Zeit beanspruchen, als fiir die nichste
Entscheidung zur Verftigung steht. Dies
verlangsamt die Schitzung der p o da Teil-
informationen ausbleiben. Das mathema-
tische Modell selbst steht deshalb jedoch
nicht in Frage.

Oder ein verzweifelter Patient be-
steht auf einem Versuch, von dem nach
den bisherigen Erfahrungen aus statisti-
schen Griinden abzuraten ist. Der gute
Arzt wird diese Griinde darlegen und
mit Nachdruck wiederholen. Wenn der
Wille des Patienten durch wahrschein-
lichkeitsbedingte Argumente nicht be-
einflussbar ist, so ist dies eine Prioritit
des Patienten (die der Arzt im Allgemei-
nen respektiert und respektieren darf),

aber es ist dann kein medizinisch-strate-
gisches Entscheidungsproblem mehr.
Hiufig gelten Entscheidungen, die
auf Basis statistischer Uberlegungen ge-
troffen werden, als kalt und herzlos. Man
muss sich klarmachen, dass das Gegen-
teil der Fall ist. Die Statistik ist ein Mit-
tel zu einem Ziel, das hochsten Respekt
verdient: mit maximaler Wahrscheinlich-
keit alle erhoftbaren Erfolge abzudecken,

ohne unnétiges Leiden zu verursachen.

Eine Strategie

fiir viele Gelegenheiten

Was kann der Odds-Algorithmus Thnen,
lieber Leser, bieten? Mehr, als es auf den
ersten Blick den Anschein hat. Denn sei-
ne Flexibilitit macht ihn oft an unerwar-
teter Stelle anwendbar.

Sie sind Politiker und mochten Thre
Wahl gewinnen? Dann miissen Thre Ar-
gumente nicht nur stichhaltig sein, son-
dern auch im richtigen Moment ange-
bracht werden. Wie schade ist es doch zu
sechen, wie ein Argument, das noch vor
wenigen Monaten so iiberzeugend war,

Warum ist die Odds-Strategie optimal?

nun kurz vor der Wahl seine Wirkung
verfehlt. Eine Wiederholung niitzt auch
nicht mehr viel. Die Argumente der Ge-
genpartei sind mittlerweile gereift.

Aus diesem Grund spielt auch hier
die letzte Chance — nidmlich das Argu-
ment wirkungsvoll vorzubringen — eine
besondere Rolle. Aber wer weifd schon
im Voraus, wie viele Ereignisse und wie
viele Gelegenheiten es geben wird? Hier
kommt uns die Einfachheit der Modell-
annahmen zugute. Gelegenheiten wer-
den schlicht als interessante Ereignisse
definiert, und Nicht-Ereignisse sind ein-
fach ein Spezialfall von uninteressanten
Ereignissen. Folglich geniigt es, jeden
Tag # als ein Experiment anzusehen, aus
dem mit einer gewissen Wahrscheinlich-
keit ¢, ein Ereignis hervorgeht, das sei-
nerseits mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit g, interessant ist. Unter der An-
nahme der Unabhingigkeit kénnen wir
dann p, = ¢, - g, setzen und den Odds-Al-
gorithmus anwenden.

Nehmen wir an, eines Threr Argu-
mente betrifft Arbeitslosigkeit. Die Ge- >

Der Beweis verlauft in mehreren Schritten. Zunéchst beschranken
wir uns auf Strategien, die dem Muster der Odds-Strategie fol-
gen, das heil3t, eine gewisse Anzahl von Ereignissen abwarten
und dann bei der ersten Gelegenheit stoppen. Nur der Stopp-
index, das hei’t die Anzahl der abzuwartenden
Ereignisse, kann variieren.

Um zu zeigen, dass unter diesen Strategien —
nennen wir sie die »Stoppindex-Strategien« —
die Odds-Strategie die optimale ist, genligt es
im Prinzip, alle denkbaren Ereignisfolgen aufzu-
zahlen, auf jede von ihnen die konkurrierenden
Strategien anzuwenden und festzustellen, dass
die Odds-Strategie die grofdte Erfolgswahr
scheinlichkeit aufweist. WWenn man das nicht fir
einen Einzelfall, sondern in voller Allgemeinheit
tun will, muss man einiges an mihsamer Rechenarbeit auf-
wenden, aber es geht.

Mittels so genannter erzeugender Funktionen findet man
dann einen eleganten Ausdruck fir die Wahrscheinlichkeit,
dass die genannte Summe den Wert 1 annimmt. Dabei geht
die Voraussetzung ein, dass diese Zufallsereignisse unabhan-
gig voneinander sind. Mit dem so gewonnenen
Ausdruck rechnet man weiter und findet, dass
unter allen Stoppindex-Strategien die Odds-
Strategie die optimale ist.

AuBer den Stoppindex-Strategien sind noch viele
andere denkbar, gegenlber denen sich die
Odds-Strategie als Uberlegen erweisen muss.
Nur bringen diese alternativen Strategien nichts
ein, weil es keine Zusatzinformation gibt, aus
der sie noch mehr Erfolgswahrscheinlichkeit
herausholen koénnten. Insbesondere kann man in unserem
urspriinglichen mathematischen Modell aus den bisherigen
Beobachtungen nichts lernen, denn die p, sind ja vorab festge-
legt. Diesen intuitiv einleuchtenden Sachverhalt kann man for-
mal korrekt beweisen, indem man zeigt, dass unser Modell ei-
nen so genannten »monotonen Fall« darstellt; Naheres dazu
findet sich unter diesem Namen in der Literatur.

Es kommt ein absolut unwiderstehliches Angebot, und dass
noch ein besseres kommt, ist vollig ausgeschlossen, hat also
die Wahrscheinlichkeit null? Das kann in der Realitat vorkom-
men, aber nicht in unserem mathematischen Modell, bei dem
die p, ja vorab festgelegt sind. Wenn es in der Realitat vor
kommt: Konstatieren Sie, dass die Voraussetzungen des mathe-
matischen Modells nicht mehr zutreffen, und greifen Sie zu!

Gliicklicherweise halt die Wahrscheinlichkeitstheorie Handwerks-
zeug bereit, das einem das Wiihlen in verschiedenen, kompli-
ziert zusammenzufassenden Einzelfdllen erspart. Man ordnet
jedem zukUnftigen (noch nicht eingetretenen) Ereignis eine Zu-
fallsvariable zu, die den Wert 1 (Gelegenheit) mit Wahrschein-
lichkeit p, und den Wert O (keine Gelegenheit) mit Wahrschein-
lichkeit g, annimmt. Wir haben genau dann gewonnen, wenn
die Summe dieser Zufallsvariablen den Wert 1 annimmt. Diese
umstandliche Ausdrucksweise daftr, dass noch genau eine Ge-
legenheit kommmt (bei der wir dann stoppen), nicht mehr und
nicht weniger, ist ein wesentlicher Trick.
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MATHEMATIK

Wie viele Gelegenheiten werden

sich in den nachsten zwei Monaten
ergeben, mit AuBerungen zum Thema
Arbeitslosigkeit Aufmerksamkeit zu erre-
gen? Ein paar einfache Abschatzungen
schaffen Klarheit.

> genpartei hilt sich mit Auferungen zu-
riick und sagt im Schnitt nur alle zwei
Wochen etwas dazu. Setzen Sie e,= 1/14.
Wenn Sie die Chance, dass etwas gesagt
wird, worauf IThre Antwort ihre Wirkung
nicht verfehlen diirfte, auf eins zu drei
schitzen, kénnten Sie g, = 1/3 und somit
p,= ¢, g = 1/42 setzen. Das wire das
einfachste Modell. Oft wissen Sie mehr,
zum Beispiel wann die nichsten Arbeits-
losendaten bekannt werden. Schitzen
Sie, in welcher Richtung sich die e, oder
g, verandern werden. Lassen Sie die Wer-
te dementsprechend variieren.

Uberprﬁfen Sie Thre Hypothesen,
aber haben Sie keine tibertriebene Angst
vor unrichtigen Annahmen! Denn deren
Auswirkungen werden durch gute Stra-
tegien typischerweise gelindert, nicht
verschlimmert. Aber gehen Sie breit ge-
fichert vor. Ein Modell fiir jedes IThrer
wichtigen Argumente, und schon haben
Sie mit wenig Arbeit ein Arsenal durch-
dachter Strategien bereit.

Oder Sie spekulieren an der Borse?
Nicht dass ich Sie dazu ermutigen moch-
te; aber wenn Sie es sowieso tun, mag
der folgende Denkanstof§ hilfreich sein.

Das Traumziel jedes Spekulanten ist
es, in einer vorgegebenen Periode zum
Tiefstpreis zu kaufen oder zum Hochst-
preis zu verkaufen. Dies ist kein intelli-
gentes Ziel; die Erfolgschancen sind im
Allgemeinen zu gering. Preise sind au-
Berdem von Preisen des Vortags nicht
unabhingig, sodass unsere Modellannah-
men und damit der Odds-Algorithmus
fiir das Traumziel nicht anwendbar sind.

Betrachten wir ein anderes Ziel wie
zum Beispiel den Kauf im letzten loka-
len Minimum, das die Bérsianer »down«
oder »cup« nennen. Das ist ebenfalls ein
Erfolg, denn wir kénnen dann am fol-
genden Bérsentag, wenn auch vielleicht
nur mit kleinem Gewinn, wieder verkau-
fen. Diesmal ist eine Gelegenheit nicht
durch einen Preis, sondern durch den
Preisunterschied zum Vortag definiert;
damit wird die Unabhingigkeitsannah-
me vertretbar. Die Schitzung der Wahr-
scheinlichkeit eines cup ist auch fiir pro-
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fessionelle Spekulanten heikel, doch we-
sentlich leichter als die Schitzung der
Gesamtentwicklung des Preises! Wir ha-
ben also das Problem fiir die Anwen-
dung des Odds-Algorithmus angepasst.

Juristische Aspekte

Griinde, die zur Zeit einer wichtigen
Entscheidung gut erschienen, verblassen,
sobald sich herausstellt, dass die Ent-
scheidung falsch war. Wer einen »Fehler«
gemacht hag, ist immer in der Defensive.
So ungerecht ein Vorwurf auch sein mag,
er hilt sich oft lange.

Im schlimmsten Fall geht es bis zum
Untersuchungsausschuss. Mit der Kennt-
nis des Odds-Algorithmus, so bescheiden
er auch ausschen mag, haben wir dann
etwas Unanfechtbares auf unserer Seite:
Optimalitit. Man kann auf Fahrlissig-
keit, Unehrenhaftigkeit und mancherlei
anderes verklagen, aber niemals, wirklich
niemals auf Pech. Wer zeigt, dass er eine
Strategie formuliert hat, beweist, dass er
iiber das Problem nachgedacht hat. Der
Vorwurf der Fahrlissigkeit wird unhalt-
bar. Wer zudem eine optimale Strategie
kennt, braucht keinen Verweis auf eine
bessere Strategie zu fiirchten, die man an-
geblich kennen miisste.
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Also bleibt Threm Gegner héchstens
der Versuch, Thnen falsche Hypothesen
nachzuweisen? Dies wire extrem schwie-
rig. Hypothesen sind bei unbekannter
Zukunft per definitionem mit positiver
Wahrscheinlichkeit falsch. All dies macht
potenzielle Kliger machtlos. Es unter-
streicht zugleich, dass wir, auch vom
juristischen Standpunkt aus, jeder an-
wendbaren  optimalen ~ Strategie ein
besonderes Interesse entgegenbringen
sollten.

F. Thomas Bruss ist Professor
ftr Mathematik und Président
des Fachbereichs Mathematik
der Freien Universitédt Brissel
(Université Libre de Bruxelles).
“ Einer seiner Forschungsschwer-
punkte ist die Entwicklung mathematischer Mo-
delle fur Strategien und ihre Anwendungen.
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